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Sz 1. Csak szakkodzépiskolasoknak

Az uatikoltséget a feladat szovege alapjan két modon fejezhetjik ki: 8000x, illetve 9000(x — 3) — 20000.

Mindebbdl a kévetkezb egyenletet kapjuk:
8000x = 9000(x — 3) — 20000

2pont | A helyes egyenlet
felirasa mas
gondolatmenet esetén

Az egyenlet megoldasa: x = 47 2 pont | is két pont, megoldasa
szintén 2 pont
A csoportban végll 44-en utaztak, az utikoltség pedig 376000 forint 1 pont
Osszesen: 5 pont

Sz 2. Csak szakkozépiskolasoknak

A csonkakip magassaganak meghatdrozdsahoz készitsik el forgastengelyt tartalmazé aldbbi sikmetszetet:

A  magassag meghatarozasahoz

felhaszndlhaté barmilyen helyes
R-r=1,5cm . .
. abra 1 pontot ér.
| a = 80°
i 1 pont
m,
A csonkakUlp magassagat a fenti dbra alapjan hatarozhatjuk meg: az dbrabdl lathaté, hogy A magassag barmilyen maddon

Innenm =1,5-5,671 =8,51cm

tan 80°

1,5

2 pont

torténé helyes meghatarozasaért
jar az 1+2 pont. Legaldbb 1
tizedesjegy pontossagot
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koveteljiink meg, 9 cm nem
fogadhato el

A csonkakup térfogat-képlete:
. m(R? + Rr + r¥)m
B 3

Behelyettesitve:

. 8,51(4,52 +4,5-3+ 32)-3,14
- 3

= 381,0 cm3

2 pont

Kisebb szamolasi hiba esetén 1
pont adhaté. Képlethiba, vagy tobb
szamolasi hiba esetén nem jar
pont. Ha a versenyz6 az el6z6
|épésben rosszul szdmolja ki a
magassagot, de utdna helyesen
szamol, megkaphatja a térfogat-
szamitdsra a két pontot.

A bogrébe 3,81 dl folyadék fér.

1 pont

A pont csak akkor jar, ha a
versenyz6 ~megadja (helyesen)
deciliterben az eredményt.

Osszesen:

6 pont

G-Sz 3. Gimnazistaknak és szakkozépiskolasoknak

Hasznaljuk az alabbi dbra jeldléseit:

v

Kapjon 1 pontot a versenyz6,
ha készit egy jol hasznalhato,
a megoldas irdanyaba mutato
abrat.
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Jelblje AB a 6 egység, AC pedig a 8 egység hosszu oldalt. Tudjuk még, hogy az OA sugar 5 egység. 1 pont

A kozépponti és kerleti szogek kdzotti 0sszefliggésbdl ismeretes, hogy a y-val jelolt ACB szog fele az AOB 2 pont

kozépponti szognek és egyenl6 az AOT derékszogli haromszog O-nal 1évd szogével.

A fenti 6sszefliggéshez fontos megjegyezni, hogy AB < AC, ezért a C pont valdban az abra szerint, a hosszabbik 1 pont | Ez a pont csak akkor adhatd,

AB ivenvan, y az AOB kozépponti szog felével (és nem a kiegészité szogének felével) egyenl6 és y hegyesszog.

ha ez az indoklas szerepel a
dolgozatban.

Az adatok siny=ﬂ=%=0,6 ebbdl, a fenti indoklast figyelembe véve, y =

alapjan igy "y

1 pont

Az eredményeket radidnban

36,87° (0,6435 rad) éscosy =0,8 és  fokban  egyarant
elfogadjuk.

A BC szakasz hosszat a koszinusz-tétel segitségével hatarozzuk meg. x-szel jel6lve a szakasz hosszat, az aldbbi 1 pont

egyenlet irhato fol (a koszinusz-tételt az AB oldalra alkalmazva):

6°=82+x>*-2-8-x-0,8

A fenti egyenlet gyokei: x; = 10 és x, = 2,8. Mindkét megoldds megfelel az eredeti feladat feltételeinek (az 2 pont

abran az egyik a C, a masik a C'-vel jelzett cstcsnak felel meg).

A hidnyzd szogeket pl. a B csucsnal 1év S szogre alkalmazott szinusz-tétel segitségével hatdrozhatjuk meg: 2 pont

sinf = siny -% =0,8

amib8l B; = 53,13°(0,9273 rad), f, = 126,9°(2,214 rad). Az el6bbi érték az AC = 10, az utébbi az AC = 2,8

esetnek felel meg.

Az A-nal |évé szogekre a fentiek alapjan a; = 90°(1,5708 rad), a, = 16,26°(0,2838 rad) 1 pont

Vegyik észre, hogy AC = 10 esetén az oldalak pitagoraszi szamharmast alkotnak és A-nal pontosan derékszog

van.

Osszefoglalva: a feladat feltételeinek két haromszog tesz eleget. 1 pont | Akkor  adhatg, ha a

Az egyik oldalai rendre 10, 8 és 6 egység, szbgei 90°(1,5708 rad), 53,13°(0,9273 rad), és 36,87° (0,6435 rad) versenyz8 vilagos

A masik haromszég oldalai 16,26°(0,2838 rad), 126,9°(2,214 rad) és

36.87° (0,6435 rad)

egység, szogei

28 8 és 6

Osszefoglald valaszt ad.

Osszesen:

12 pont

G-Sz 4. Gimnazistaknak és szakkozépiskolasoknak

Vezessiink be 3* helyett (j valtozot: a := 3*

3pont‘Bérminen, a megoldds irdnyaba




Németh Laszlé6 Matematikaverseny, Hodmezdvasarhely - 2018 aprilis 9. - A 11-12. osztalyosok feladatainak javitokulcsa

A hatvanyozdas azonossagait kihasznalva ekkor a kovetkez6 egyenletet kapjuk:
a3 < 6a?+27a

mutatd jelentls egyszer(sitésért jar
a 3 pont. Kisebb szdmolasi hiba
esetén (ha a feladat nem lesz
egyszerlibb) 1 pontot vonunk le.

Tudjuk, hogy a minden valés x-re pozitiv, ezért a vele valé osztas az egyenl6tlenségnek ekvivalens | 1 pont | Természetesen nem jar a pont, ha a
atalakitasa. Kapjuk: versenyz6 ,,sz6 nélkil” oszt a-val
a’ < 6a+ 27
Azaz: Természetesen mas gondolatmenet
a’?—6a—-27<0 esetén is jar a pont, ha a versenyz6
A bal oldalt szorzattd alakitva: 2 pont | levezet olyan, az eredetivel
(@a=9(@+3)<0 ekvivalens egyenlGtlenséget, amibdél
kozvetlendl kiolvashaté a megoldas
A bal oldali szorzat nyilvan akkor és csak akkor negativ, ha az egyik tényezGje negativ, a masik pozitiv. Ez | 1 pont
akkor és csak akkor kévetkezik be, ha a € (—3,9), illetve, mivela > 0, a € (0,9)
Visszahelyettesitve 3*-t a helyére:
3*<9 2 pont
Ami akkor és csak akkor teljesiil, ha x < 2
Osszesen: | 9 pont
G-Sz 5. Gimnazistaknak és szakkdzépiskolasoknak
A feladat a) részére a valaszt legegyszer(ibben a komplementer valdszinliség kiszamitasaval adhatjuk Barmilyen, a megoldds irdnyaba
meg. 1 pont | mutatd kiinduld [épésért adhatd a
Nyilvanvald, hogy P(legaldbb két talalat) = 1 — P(0 talalat) — P(1 talalat) pont
Jeléliep = iaz 1 16véshdl torténd talalati valdszindséget. Altala'ban” jar a két pont, ha a
Annak valdszin(isége, hogy az ijasz n = 7 16vésbdl egyszer sem talal, nyilvan: P(0 talalat) = (1 —p)" = ver?en’yzlo . legalabb  egy hasonlo
N 2 pont | valdszinliséget helyesen megad
)
Annak valészin(isége pedig, hogy pontosan egyszer talal: P(1 talalat) = 7p(1 —p)* 1 = 7. (5)6 Az ) ,el?z?vfel egyutt  a . ket
4 \4 1 pont | valdszintiségért (vagy ezzel ekvivalens

eredményért) 0Osszesen 3
Szamitdsi hibakért a

pont.
sulyossagtol




Németh Laszlé6 Matematikaverseny, Hodmezdvasarhely - 2018 aprilis 9. - A 11-12

. osztalyosok feladatainak javitékulcsa

fliggben 1-2 pont levonas.

A keresett valdszinliség tehat P(legalabb két talalat) =1 — P(0 talalat) — P(1 talalat) =1 —

() 75 (5) =o0sss

1 pont

0,56 mar elfogadhatd kozelit6 érték

A feladat b) részét is komplementer valdszintiség alkalmazasaval hatarozhatjuk meg legegyszeriibben.
Legyen E}, o az az esemény, hogy az elsé k |6vésbdl egyetlen taldlat sem sziiletik. Nyilvan az els6 olyan k-

t keressiik, amelyre 1 — P(Ejy o) = %, azaz P(Ey ) < %

A pontossag kedvéért ki kell térniink arra a nyilvanvalé tényre, hogy a P(Ey o) valdszinliségek sz.m.
fogyd sorozatot alkotnak, ami abbdl kovetkezik, hogy
Eio 2 Ezo 2" 2 Eko > Egy10 -

Ezért valoban elegendd az elsé olyan k-t meghatarozni, amelyre P(E) () < 7 hiszen az ennél nagyobb
k —kra is teljesil a relacio.

2 pont

A helyes kritérium megadasaért
onmagaban jar a 2 pont, a részletes
indoklashoz ezuttal nem sziikséges
ragaszkodnunk, mert a szemlélet
alapjan nyilvanvalé tényrél van szo.

Ugyanennyi pontot ér, ha a versenyz6
bonyolultabb  utat valaszt  (pl.
kiszdmolja minden k-ra annak
valdszinlségét, hogy az elsé talalat a
k-adik prébalkozasra kévetkezik be)

k k . .. ’
. . 3 3 1 Y . . . lpont | A fenti kiinduldas +  helyes
Kihasznalva, hogy P(Ey ) = (—) ,a (—) < = egyenl6tlenség megoldasat keressik. P B , p . y
' 4 4 3 egyenlGtlenség felirdasa Osszesen 3
pont.
Mindkét oldal logaritmusat véve (ami az adott feltételek mellett ekvivalens atalakitas) és a negativ Szamitasi hibdért, vagy az

el6jelek miatt az egyenlStlenség-jelet megforditva:

K lgo < lgx
82583

egyenlGtlenség fordulasanak
elmulasztasaért 1 pontot vonjunk le.

2 pont
1
k> —3= 3,819
Azaz az ijasznak legalabb 4 I6vést kell leadnia ahhoz, hogy legalabb % valdszinliséggel talalja el a tablat. 1 pont
Osszesen: | 11 pont
G-Sz 6. Gimnazistaknak és szakkdzépiskolasoknak
Egy sokszoget akkor neveziink szabdlyosnak, ha valamennyi oldala és valamennyi szoge azonos Akkor adhaté a pont, ha a
nagysagu. 1 pont | szabalyossdg fogalmdnak ismerete
kidertl a dolgozatbdl.
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Jeloljuk a sokszog csucsait Aq,A,, ..., A1p-vel (6ramutatdval ellentétes koriljardsi irdnyban, A;-nek
tekintve a (13; 0) koordinataju csucsot.

A csucsok koordinatai igy rendre A;(13;0),A4,(12;5), A5(5;12),A4,(0;13), As(—5;12),A,(—12;5),
A7(=13;0), Ag(=12; =5), Ag(=5; =12), A;4(0; =13), A;,(5;—12), A,,(12; —55)

1 pont

Az oldalak hossza (pl. Pitagorasz-tétel alkalmazasaval) pedig: A4, = AzA, = A A5 = AgA; = A;Ag =
AgA o = AjgAr; = AAL = V26 = 5,10, illetve A,A; = AcAg = Aghg = A;;A, = 7V2 = 9,90.
Latjuk, hogy az oldalak nem mind egyenl6k, tehat a sokszog nem szabdlyos.

Ezzel az a) pontot megvalaszoltuk.

2 pont

Természetesen akkor is jar az eddig
adhaté 2+2 pont, ha a versenyzd
bonyolultabb uton (pl. a sz6gek nem-
egyenldségével, megfelel6
forgdsszimmetria hidnyaval)
bizonyitja az allitast.

b) A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy a sokszdgnek nincs beirt kore. Ennek igazolasahoz vegyik észre,
hogy a koordinatatengelyek felezik az A;, A4, A; és Ajpcsucsokndl 1év6 szogeket és metszéspontjuk az
origd. Ezért ha egyadltalan van beirt kore a sokszognek, annak kézéppontja csak az origd lehet.

A folytatashoz tekintsiik az aldbbi abrat:

2 pont

Minden olyan gondolatmenet, ami
azt igazolja, hogy az origd nem lehet
a beirt kor kozéppontja, csak akkor
fogadhaté el teljes értékilinek, ha a
versenyz6 azt is belatja, hogy az
origbn kivil nincs mas alkalmas
jelolt.
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Annak igazoldsdhoz, hogy az origd nem lehet beirt kor kozéppontja, elegend6 beldtni, hogy van két oldal,
amelyektdl eltéré tavolsagra van. Megmutatjuk, hogy pl. A1 A, és A, A5 ilyenek.

Nyilvanvald, hogy az 0A;A, és 0A,A; haromszogek egyenld szartak (mindkettd szarai a kor sugarai) és
igy a Ty, T, talppontokba hizott magassdgvonalak merGlegesek az A1 A,, illetve A, A5 oldalakra és felezik
azokat. A fentiek alapjan elegendd belatni, hogy OT; # OT,.

Az OA;T,derékszogl haromszoghdl Pitagorasz tételével 3 pont
T2
or, = [r? - (Bf2) = [132-2=5 (B~ 1275
2 2 2
Hasonldan:

——\ 2
0T, = |r? - (25)" = [132 - 22172 % 12,02

Vilagos, hogy OT, # OT,, tehat a sokszdgnek nincs beirt kore.

c) A terillet kiszdmitdsahoz felhasznaljuk a kordbbi szamitasokat. Vegyik észre, hogy a sokszog az
OA;sugarak mentén Osszesen kétféle haromszogre bonthatd: 8 darab haromszog az 04,4, , négy darab
pedig az 0A,Asharomszdggel egybevagd. igy a 12-szog teriiletére:

T =8Toa,a, +4To4,4,
Behelyettesitve a korabbi adatokat: 3 pont

T=8-%-5\E—3-\/26+4-%-17§-7\/§= 260 + 238 = 498

A sokszog teriilete T = 498 egység.

Osszesen: | 12 pont

G 7. Csak gimnazistaknak

Nyilvanvald, hogy a bal oldal nemnegativ, ezért L < 0 esetén az egyenletnek nincs gyoke. A tovabbiakban kilon

emlités nélkil feltessziik, hogy L = 0 1 pont
Vegyiik észre tovabba, hogy a bal oldal eltéréen viselkedik, amikor a K paraméter negativ, illetve nemnegativ.

Ezért a tovabbiakban szétvalasztjuk a K < 0, illetve K > 0 eseteket. 1 pont
a) eset: Legyen el@szor tehat K > 0. Ekkor nyilvanvald, hogy ||x| + K| = |x|+K 3 pont
Egyenletiink tehat ekkor |x| = L — K alaku, aminek
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al) nincs gyoke, ha L < K,
a2) x = 0 az egyetlen gydke, haL = K
a3) két kiilonboz6 gyokex = K —Lésx =L —K,hal > K

b) eset: legyen most K < 0. Ekkor a gy6koket Osszetettebb esetszétvalasztassal kaphatjuk meg, x, illetve |x| + K:
el6jele szerint.

A bonyolultabb
esetvalamennyi dagdanak

bl) Legyen el6szor x < K. K < 0 miatt ekkor x negativ. A feltételek figyelembe vételével, az abszolut érték jelek helyes megoldasaért
felbontdsa utan az aldbbi egyenletet kapjuk: Osszesen 6 pont adhato.
—x + K =L, aminek gyoke x = K — L. Figyelembe véve, hogy K negativ, L pedig 0 vagy pozitiv, a gyck akkor Kisebb szamolasi
fogadhaté el, ha L > 0 (L = 0 esetén ui. nem teljesil az x < K feltétel). hibdkért 1-1 pontot
b2) Legyen most K < x < 0. Ekkor az abszolut érték jeleket elhagyva: vonjunk le, ugyanigy
x — K = L, aminek gyéke x = K + L. A gyodk akkor fogadhato el, ha teljestiinek a K < K + L < 0 feltételek. A bal jarjunk el akkor is, ha a
oldal L = 0 miatt teljesiil, a jobb oldal csak akkor, ha L < —K. 6 pont | versenyz8 elfelejti
Kapjuk: negativ K esetén, ha L < —K, akkor x = K + L gydk. ellenérizni az egyes
b3) Legyen 0 < x < —K. Az abszolut érték jel felbontdsa utan ekkor az egyenlet esetek belépd
—x — K =L, vagyis x = —K — L. A gydk akkor fogadhaté el, ha teljesil 0 < —K — L < —K. A bal oldal akkor feltételeinek
teljesil, ha L < —K, a jobb oldal pedig akkor, ha L > 0. teljestilését.
Azaz: negativK-raés0 < L < —K-rax = —K — L gyok.
b4) Legyen végil x = —K. Ekkor az abszolut érték jelek elhagyhatdk és az egyenlet:
x+K=1L,x=1L— K. Figyelembe véve, hogy L > 0, ez mindig gyok.
Osszefoglalva: Ezt a 3 pontot csak
e K > 0esetén nincs gyok, ha L < K, x = 0 az egyetlen gyok, ha L = K és x = +(K — L) a gyokok, ha L > akkor adjuk, ha a
K versenyz6 vilagosan
o K < 0esetén Osszefoglalja a valaszt.
o nincs gydk, haL <0 2 pont
o x = +Kagyokok, hal =0
o négy gyoke van az egyenletnek, ha 0 < L < —K,ezekx = +(K —L)ésx = +(K+ L)
o harom gydkvan, ha L = —K, nevezetesenx = +(K — L) ésx =0
o x==x(K—L)akétgydk,hal > —K
Osszesen: 13 pont

G 8. Csak gimnazistaknak




Németh Laszlé6 Matematikaverseny, Hodmezdvasarhely - 2018 aprilis 9. - A 11-12. osztalyosok feladatainak javitokulcsa

Nyilvan nem sértjlik az altalanossagot, ha feltessziik, hogy k > . Emeljlink ki az 6sszegbdl pl-t és vizsgaljuk a

Pl + 1)
szorzatot. Vezessitk be az U = p!, V = (p*~! + 1) jeldléseket.

2 pont

U egy paratlan prim hatvanya, tehat mindenképpen paratlan (ide értve az [ = 0 esetet is). Ha k = [, akkor V =2. A
szorzat ekkor nem lehet négyzetszam, hiszen a 2-es primtényez6t pdratlan kitevével tartalmazza.
A tovabbiakban feltessziik, hogy k > 1 > 0

2 pont

Belatjuk, hogy U-nak és V-nek nincs kozos primosztédja. Valdban, ha | = 0, akkor az els6 tényez6 1, tehat U-t
semmilyen prim nem osztja. Ha Il > 0 (és k > 1), akkor pedig U p-nek pozitiv kitev8s hatvanya, tehat az egyetlen
primosztdja p. Ugyanekkor V 1-gyel nagyobb p valamely hatvanydndl, tehat semmiképp nem oszthatd p-vel.
Kapjuk tehat, hogy a U és V relativ primek.

2 pont

A szorzat tehat csak akkor lehet négyzetszam, ha U és V kiilon-kilén is négyzetszam. Az els6 tényez6 esetében ez
lehetséges, ha [ paros.

1 pont

Az eddig adhaté 7 pont
akkor is jar a versenyz6ének,
ha mds uton jut erre a
kovetkeztetésre
(természetesen kell6
indoklassal), vagy hasonld
jelentés elSrehaladdst ér
el.

Megmutatjuk, hogy amennyiben p > 3 prim, akkor V nem lehet négyzetszam. Tegyiik fél, hogy mégis az:
k-1 — Y2
p*t+1=M
Ekkor
prlt=M*-1=M-1)(M+1)
A jobb oldal két tényezdjének kiildnbsége 2, vagyis a paratlan primosztéik kiilonboznek. A bal oldal viszont csak p-
vel oszthato, ami masképp nem allhat eld, csak ha M-1=1, M+1=3,
p*~t =3, p = 3, ami ellentmond a kiindulé feltételnek.

Kapjuk tehat, hogy az adott feltételek mellett V nem lehet négyzetszam, igy UV, vagyis p* + p'sem az.

3 pont

Osszesen:

10 pont




