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A 11-12. osztalyosok feladatainak javitokulcsa

Feladatok csak szakkozépiskolasoknak

Sz 1.

A C csucs értelemszerlien az AB oldal felez6 merdlegesén (ami egyben a haromszog
szimmetriatengelye) talalhaté

(1 pont)
Az AB oldal felez6pontjanak koordinatai: F(4;3)

(1 pont)
Ezért az AB felez6 merélegesének egyenlete: y= -x+7

(2 pont)
A C csucs koordinatai x=0 miatt: C(0; 7)

(1 pont)
A haromszdg magassaga (azaz a CF hossza) 3v2

(1 pont)
Tehat a teriilet 12 egység, a szarak V26, az alap pedig 4v/2 hosszuak.

(1 pont)
Sz 2.
Keressiik a legkisebb olyan n szdmot, amelyre 1,06™ > 1,03™ x 1,3

(3 pont)
Atrendezve és minkét oldal logaritmusét véve: n (Ig 1,06 — 1g1,03) > 1g 1,3

(2 pont)

A kijelolt miveletek elvégzése utan n = 9,138 , tehat a B orszag a 10. évben fogja utolérni A-t

(1 pont)



Feladatok szakkdzépiskolasoknak és gimnazistaknak

G-5z 3.

A fluggvény mindig értelmezett, amikor a nevezd 0-tdl kiilonbozik, ezért az értelmezési tartomany:
ET = R \ {2,3}.

(2 pont)
Az értékkészlet megallapitasahoz kilon-kiilén megvizsgaljuk az értelmezési tartomany szakaszait:

a) a(—o0;2) és (3; =) intervallumokon a nevezd minden pozitiv valds értéket felvesz. Ennek
indoklasa: az x? — 5x + 6 = K egyenletnek minden pozitiv K-ra van megoldasa mindkét
intervallumon.

b) Hasonlé gondolatmenettel belathatd, hogy az x? — 5x + 6 = K egyenletnek akkor és csak
akkor van megoldasa a (2; 3 )intervallumon, amikor 0 > K = —0,25. Ebb4| kovetkezik, hogy
a tort értékkészlete a (2; 3)intervallumon (—oo; —4)

Osszesitve tehdt, a fiiggvény értékkészlete: (0; o) U (—o0; —4).

(3 pont)
Mivel az m = 0 egyenletnek nyilvanvaléan nincs valds gyoke, a fliggvénynek zéréhelye nincs.
(1 pont)

A monotonitds meghatarozasahoz szintén a nevezét vizsgaljuk az ET egyes szakaszain:

a) a(—oo;2) intervallumon a nevezd sz.m. csokken, ezért itt a fliggvény sz.m. novekszik

b) a (2;3) intervallumon a nevezd x=2,5-ig sz.m. csokken, utana sz.m. névekszik, ezért a
(2;2,5] intervallumon a fiiggvény sz.m né, a [2, 5;3) intervallumon pedig sz.m. csokken

c) a(3;) intervallumon a nevezs sz.m. né, ezért itt a fuggvény sz.m. csokken

(3 pont)

A fenti gondolatmenetbdl kovetkezik, hogy a fliggvénynek x=2,5-nél lokalis maximuma van, globalis
szélsGértéke pedig nincs.

(2 pont)



A fliggvény grafikonjat az aldbbi abra szemlélteti:

(2 pont)

G-Sz 4.

Jeléljik a palya sarkait Sy S;-gyel, a vilagitotesteket V;  V,-gyel, T pedig legyen az S, S, alapvonalhoz
kozelebbi blintetépont, ahol a jatékos all. Jel6lje F a jatékos fejét.

Vilagos, hogy a V;,S, T és F pontok egy sikba esnek és egy trapézt alkotnak. Hosszabbitsuk meg a
trapéz V,F szérat a palya sikjaig, legyen a palya sikjaval alkotott metszéspont M;. Nyilvdnvalo, az
M TFy = M;5,V;, haromszogek hasonlosaga. A jatékos egyik arnyéka az M;T szakasz. A
hasonldsagot kihaszndlva, a bennlinket érdekl6 M;T szakaszt x-szel jel6lve, az aldbbi egyenletet
kapjuk:

x x+ TS,
Fr SV

(3 pont)

v



A fenti egyenletben FT = 1,9 a jatékos magassaga, S;V; a blintetGpont és a szogletzdszl6 tavolsaga,
TS, =40 pedig a vilagitotest magassaga. Az S;V; tavolsdg a Pitagorasz-tétel alapjan: S,V; =
V112 + 342 = 35,74 (minden adatot méterben adtunk meg). Az egyenletbe helyettesitve:

X x + 35,74

1,9 40
(2 pont)

Az egyenlet megolddsa x = 1,782 méter. Vilagos, hogy szimmetria-okok miatt a V,vilagitotest is
ugyanekkora arnyékot fog vetni.

(1 pont)

Hasonlé gondolatmenetet alkalmazunk a pédlya masik (tavolabbi) alapvonala fol6tt elhelyezett két
vilagitétest arnyékaira is. Tekintsik a a V3,5, T és F pontok altal alkotott trapézt és hosszabbitsuk
meg a V3 F szarat, legyen M5 a palya sikjaval alkotott metszéspont. A keresett arnyék hossza az M;T
szakasz, ezt y-nal jel6lve és az M3TFy = M;S53V3, hasonlésagot kihasznalva:

y _y+I5;
FT ~ SV,

(2 pont)

A Pitagorasz-tétel alapjan: S3V5 = V942 + 342 = 99,96. A fenti egyenletbe helyettesitve, majd az
egyenletet megoldva:

y y+ 99,96
1,9 40
y = 4,985
(1 pont)
A négy arnyék hossza 6sszesen igy 2(x + y) = 13,53
(1 pont)

G-Sz 5.

Legyenek a parallelogramma csucsai (a szokdsos koriljarasban) A, B, C, D az atlék metszéspontja
pedig 0. Ismert, hogy a parallelogramma atléi felezik egymast, igy |OB| = 1,|0C| = 3, a BOC szbg
pedig 60 fokos.

(1 pont)
irjuk fel a BOC, haromszdgre a koszinusz-tételt:

|BC|? = |0B|? + |0C|? — 2]0B||0OC| cos 60° = 7



amibél |BC| = V7

(2 pont)
Hasonl6 eljarast alkalmazva a masik oldalra: |AB| = V13

(2 pont)

Az oldalak altal bezart szoget az ABC haromszégre felirt koszinusz-tétel segitségével hatdrozhatjuk
meg. Az B csucsnal [évd szoget B-val jeldlve:

|AC|? = |AB|? + |BC|? — 2|AB||BC| cos B,
(1 pont)

_ 8Y7V13
91

amibél cos f = = —0,8386, f = 147,0° (2,566 radian).

Osszefoglalva: Az oldalak V7 és v/13 egység hossztak. A sz6gek 33,00 és 147,00 fokosak (radianban
0,5760 és 2,566).
(1 pont)

G-Sz 6.

Az osztok szamanak kiszamitasa érdekében elGszér meghatdrozzuk 2%* — 1 primfelbontasat. Ennek
érdekében kihasznalunk hdrom nevezetes azonossagot: a? — b?> = (a — b)(a + b), tovabba
a®+ b* = (a—b)(a*F ab + b?)

A fenti azonossagokat alkalmazva:

22 1 =02 -DR%+D =02 -DR+DR*+1DH(2B-2*+1)
=7x%x3?x5x%x13%x 17 x 241
(4 pont)

224

A primfelbontas alapjan Iathato, hogy egy szam akkor és csak akkor lesz — 1 osztdja, ha felirhaté

3% x 7% x 5% x 13% x 17% X 241%

alakban, ahol a; €{0,1,2},a,, ..., @ € {0, 1}. Nyilvanvalo, hogy az a;, ..., @ kitev6-sorozat barmely
két kilonboz6 értéke kilonb6zd osztét hataroz meg, hiszen két természetes szam pontosan akkor
kiilénbdzik, ha primfelbontasuk kilonbozik. Ezért az osztok szdma egyezni fog az dsszes kiildnbozé
ay, ..., @ sorozatok szdmdval. Tekintettel arra, hogy (egymastdl fuggetlenll) a; 3, as,..., Qg
mindegyike pedig 2 féle értéket vehet fol, az oszték szdma 3 x 2° = 96

(4 pont)

Feladatok csak gimnazistaknak

G 7. Feltessziik, hogy van olyan kér, ami atmegy a P(px: py) €s Q(qy; qy) récspontokon. irjuk fel a
PQ hur felez6 merélegesének egyenletét, ami koztudottan dtmegy a kor kozéppontjan. Mivel a



racspontok koordinatdi egész szamok, a kapott egyenlet (atrendezés és egyszer(sités utan)
kx + ly + m = 0 alaku lenne, valamilyen k, [, m egész szdmokra. Megmutatjuk, hogy ez lehetetlen.

(4 pont)

Helyettesitsiik be az egyenletbe a kézéppont koordinatait: kv2 + (%%— m = 0. Tegylk fol el6szor,

I+3m
3k

nevezGje is egész, amibdl az kévetkezne, hogy /2 racionalis.

hogy k # 0. Ekkor kapjuk, hogy V2 =

, ami ellentmondas, hiszen a jobb oldal szamlaldja és

(3 pont)

Hatra van még a k = 0 eset. Ekkor a hur felez6 merélegesének egyenlete y = 7 azaz a PQ@ huar

parhuzamos az y tengellyel. A felez6 meréleges a két pont y koordinatdinak szamtani kozepénél

haladna, azaz EX? = %—nak kellene teljestlnie, ami nyilvanvaloan lehetetlen, hiszen p,,, g, egészek.
(3 pont)
GS8.
A bal oldal akkor és csak akkor értelmezett, ha x>1.
(1 pont)
A logaritmus azonossagait kihasznalva a bal oldal
log. log, 4x?
log, x
(3 pont)

alakra hozhaté, igy a logaritmus definicidjat alkalmazva az egyenlet az aldbbival ekvivalens:

log, 4x®
log, x

Tovabb alakitva:
log, 4x? = 3log, x = log, x3
Ebbél a 4x? = x3egyenlet adédik, aminek gydkei x = 0 és x = 4
x=0 nem gyoke az eredeti egyenletnek, az eredeti egyenlet egyetlen megoldasa x=4.

(4 pont)



