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A 9-10. osztalyosok feladatainak javitokulcsa

1. Vezessiik be az a = |x| jelolést. Ekkor az egyenlet

Ja+2|
a1 |
alaku . (1 pont)
Az abszoliit érték felbontasa utin az
3a+2 3 3a+2
a-1 vagy a-1
egyenleteket kapjuk, természetesen megoldasként csak nemnegativ a értékek fogadhatok el.
(3 pont)
1 .
Az els6 egyenletnek nincs megolddsa, a masodikbél a=g adodik.
1 1
Az eredeti egyenlet gydkei: X=¢ €5 X=¢ (2 pont)

2.a) x kiemelése utan az x3 - 12 x2 + 47x - 60 polinomot kapjuk. Vegyiik észre, hogy a
polinomnak x=3 zérohelye. (3 pont)
Osztva x3 - 12 x2 + 47x - 60-at az (x-3) gyoktényezbvel, hanyadosként x2 - 9x + 20-at
kapunk, ami (x-4) (x-5) -tel egyenld.

Az eredeti polinom szorzat-alakja tehat: x(x-3)(x-4)(x-5) (2 pont)

2.5). Az eredeti kifejezés a zdrdjelek felbontasa utin
abx2 - aby2 + aZxy - b2xy
alakban irhato. (1 pont).
Az Bsszeg els6 €s harmadik tagjabél ax, a masodik és negyedik tagbol pedig by emelhetd ki,
amivel a kifejezésre
ax(bx+ay) - by(ay+bx)X= (ax - by)(ay+bx)}f
adodik. (2 pont)

3. Mivel az egyenlet masodfoku tagjanak egytitthatoja pozitiv, a konstans pedig negativ, az
egyenletnek mindig van két valds gydke. (1 pont)
Vegyiik észre, hogy (X1+hy(x2+1y = x1 x2 + X1 + x2 + 1, amibdl a gyokok és egyiitthatok

kozotti Gsszefiiggést alkalmazva (x1+y(x2tly = -g -2+ 1 adodik. (1 pont)
A bizonyitando egyenlétlenség tehat a

o +1 <-1

= <-

egyenl6tlenséggel ekvivalens, ami viszont (kihasznalva, hogy a,b,c poziﬂ'vak)



<b+c
a3

alakra rendezhetd. Ez az egyenlotlenség az a2 = be kezdeti feltételbdl valamint a szamtani és
mértani kozepek kozotti Osszefiiggésbdl kovetkezik. A levezetés sordn végig ekvivalens
atalakitasokat hajtottunk végre, tehit a bizonyitando allitas igaz. (3 pont)
Szintén a szamtani és mértani kdzepek kozotti Gsszefiiggésbdl és a végrehajtott ekvivalens
atalakitasokbdl kdvetkezik, hogy a felirt egyenlotlenségek oldalai akkor €s csak akkor lesznek
egyenldk, ha b=c. (1 pont).

Megjegyzés: mivel a levezetés soran tobbszor kihasznaljuk, hogy a végrehajtott atalakitasok
ekvivalensek, teljes pontszamot csak annak a versenyzonek javaslunk, aki a bizonyitisban erre
kitér. 2 pontot célszerit levonni akkor, ha a megoldas egyébként jo, de a feltételvizsgalat
elmarad.

4. Jelslje A az ismert csucsot, P1 és P2 pedig rendre a BC illetve CD oldalak egy-egy belsé
pontjat. Vegyiik észre, hogy a C csucsbdl az AP] és AP2 szakaszok egyarant 45 fokos

szdgben latszanak. Ezért eldszor 45 fokos szoghoz tartozo latdszog-koriveket szerkesztiink az
AP és AP> szakaszok folé. A két kériv metszéspontja adja a C csticsot. (4 pont)

A C csiucs meghatarozdsa utin a B és D csiicsokat rendre a CP] és CP2 szakaszok
egyeneseinek illetve az AC szakasz folé rajzolt Thalész-kdmek a metszéspontjaként
allithatjuk el6. (2 pont)
A feladatnak csak akkor van megoldisa, ha egyrészt az AP|P2 haromszogben A-ndl
hegyesszég van, masrészt teljesiilnek az

APl-r:\ﬁAPz, AP2 {@AP]
egyenldtlenségek. (2 pont)

5. irjuk fel az egyenlet bal oldalat 2X( 1+ 2Y-X + 22X +2%) _ a jobb oldalit pedig 27 - 15
alakban. Miutan a kifejezésben szereplé mennyiségek pozitiv egészek, tovibba a bal oldalon
zaréjelben szerepld Kkifejezés paratlan, a két oldal csak akkor lehet egyenld, ha x=7, a
zardjelben allo kifejezés értéke pedig 15. Ebbél a

- T4227 + ot =14
egyenlet adédik, ami a fentihez hasonlé médszerrel redukalhaté. Az eredeti egyenlet
megoldasa: x=7, y=8, z=9, t=10.

Megjegyzés: a fenti gondolatmenet alapjin nehéz részpontszamokat megallapitani. Lényeges
eleme viszont a fenti levezetésnek, hogy megmutatja: az egyenlet megoldisa egyértelmii.
Javasoljuk ezért, hogy barmely mas uton térténd megoldas esetén vonjunk le 4 pontot, ha a
versenyzd nem tér ki a megtalalt gyok egyediségére.

6. Jelslje rendre a,b,c a téglalap oldalait illetve atlgjat, tudjuk, hogy

aZ+b2=c2
Eloszor azt latjuk be, hogy az ab szorzat 3-mal oszthatd. Tegyiik fel allitasunkkal elientétben,
hogy sem a, sem pedig b nem oszthaté 3-mal Kihasznalva, hogy a 3-mal nem oszthato
négyzetszimok mindig 3k+! alakuak (k egész), miris ellentmondasra jutunk, hiszen a bal



oldalon két ilyen négyzetszam osszege all, ezért a bal oldal 3-mal osztva 2 maradékot ad, ami
lehetetlen, hiszen a jobb oldal is teljes négyzet.

Most belatjuk, hogy az ab szorzat 4-gyel is oszthaté. Ha a és b egyardnt paros, ez triviilisan
teljesiil. Masrészt kénnyen lathaté, hogy 2 és b egyszerre nem lehet pératlan (ekkor ugyanis a
bal oldal 4-gyel osztva 2 maradékot adna, igy nem lehetne négyzetszam), elegendd tehat azzal
az esettel foglalkozni, amikor a és b egyike (pl. a) paros, masika paratlan (ekkor természetesen
¢ is paratlan). Rendezziik it az egyenietet

a2 = (c-b)(c+b)

alakiira. c-b és ct+b egyardnt parosak, tovabba - mivel kiilonbségiik egy paratlan szém
kétszerese - egyikilkk 4-gyel is oszthat6, kovetkezésképpen a jobb oldal mindenképpen
oszthato 8-cal. Négyzetszim azonban csak akkor lehet, ha 16-tal is oszthato, amibgl
kovetkezik, hogy a 4-gyel is oszthato.

Megj. A fenti bizonyitist (vagy ezzel egyenértékii gondolatmenetet) a kovetkezdképpen
érdemes tagolni: ha a versenyzd hivatkozik a primtulajdonségra (t.i. megmutatja, hogy az a és
b torzstényez6i kozott 2 db. kettest és egy hérmast kell taldlni), adjunk 2 pontot. A 3-mal valé
oszthat6sag bizonyftisa 4 pont, a 4-gyel valo oszthatosagé 6 pont. Javasoljuk bizonyitas nélkiil
elfogadni, hogy a 3-mal nem oszthaté szamok négyzete 3k+1 alaku.



