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Sz 1. Csak szakkézépiskolasoknak

Vonjunk ki mindkét oldalbdl 1-et, és vizsgaljuk az x? + x — 1 < 0 egyenlbtlenséget. 1 pont
A masodfoku egyenlet megolddképletét alkalmazva a x2 + x — 1 = 0 egyenlet gyokei x; = it £ ésx, = _1;”@ 2 pont
A két zéréhely kozoétt a bal oldal negativ, x;-nél kisebb és x,-nél nagyobb értékekre pedig pozitiv. Igy az 2 pont
egyenl6tlenség megoldasa: x € [(—1 —V5)/2; (-1+ \/5)/2]

Osszesen: 5 pont

Sz 2. Csak szakkézépiskolasoknak

Jel6lje az A -bdl B-be vezet§ Uton a vizszintes, emelkedé és lejtés szakaszok hosszait rendre v,e ésl. | 3 pont | Természetesen mas, a feladat

Egyrészt nyilvanvaldan szovegébdl helyesen felirt
v+ e+ 1=405 egyenletrendszerért is adhaté a 3
Mivel a gépkocsi sebességei az egyes szakaszokon 90,75 és 100 km/h voltak, a menetidé pedig A -bdl B- pont, amennyiben abbdl
be 4.5 6ra, az alabbi egyenletet kapjuk: megoldhatd a feladat.
v e l — 4t
075 100~ *
A visszalton az emelkedds és lejtés szakaszok ,szerepet cserélnek”, ezért
v l e .
Az egyenletrendszer megoldasa v = 180 km,e = 75 km,l = 150km 2 pont | Az egyenletrendszer helyes
megoldasa 2 pont. Szdmitasi
hibdért sulyossagtdl fliggéen 1-2
pontot vonunk le.
A-bél B felé a vizszintes szakasz 180 km, az emelkedd szakasz 75 km, a lejt6s szakasz 150 km. lpont | A pont akkor adhaté, ha a
versenyz6 széveges valaszt adott a
kérdésre.

Osszesen: | 6 pont
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G-Sz 3. Gimnazistaknak és szakkozépiskolasoknak

Az a) Az éllitas igaz, ezt két 1épésben mutatjuk meg. El6szor belatjuk, hogy (A U B)\C S (A\C) U (B\C). Legyen 2 pont | Bar a ,bizonyitds” nagyon

x € (AU B)\C. Ekkor definicié szerint x € (AUB),x € C. x € (AU B) miatt x € A, vagy x € B, legyen pl. x € egyszerd, lényegében csak a
A. Ekkor x € C miatt ismét definicio szerint x € A\C, igy x € (A\C) U (B\C) (nyilvdn hasonlé gondolatmenet definiciok alkalmazasa, teljes
alkalmazhatd x € B esetén is). pontszam csak akkor jar, ha
Az a) allitds forditott irdnyanak belatasahoz tfh. x € (A\C) U (B\C). Ismét nem sértjik az dltaldnossagot, ha 2 pont | a versenyz6 mindkét irdnyt
foltesszuk, hogy x € (A\C). Definicid szerint x € A,x &€ C.Ezértx € (AU B),x & C, tehatx € (AU B)\C igazolja. 2 pont adhato, ha a

versenyz6 valamelyik irdnyt
elhagyja.  Egyéb, kisebb
hidnyossagért 1-2 pontot

vonjunk le.
A b) allitas nem igaz, ezt egy ellenpéldaval mutatjuk meg: 2 pont | Természetesen barmilyen
Legyen A = {x,y},B = {x},C = {y}. Ekkor a bal oldal A\(BU C) = {x,y}\{x,y} =@, a jobb oldal viszont egyéb ellenpélda
(A\B) U (A\C) = {y}u{x}={xy} elfogadhatd, konkrét
szampélda is.
Megmutathatd ugyanakkor, hogy A\(B U C) € (A\B) U ((A\C). Valéban, ha x € A\(B U C), akkor x € A, x & Ha két versenyz6 kozott a
B, x & C.lgy viszont, x € A\B, tehat (A\B) U (4\C). végosszesitésben

pontegyel6ség meril fol,
donthetink pl. annak javara,
aki ezt észrevette.

Osszesen: | 6 pont

G-Sz 4. Gimnazistaknak és szakkodzépiskolasoknak

Jeloljiik a kifejezés értékét K-val, atrendezés utan azt is kérdezhetjiik, egész szam-e a megoldasa az alabbi | 3 pont | A 3 pont akkor adhaté, ha a
elséfoku egyismeretlenes egyenletnek: versenyz6  kitér az  atalakitas
ekvivalenciajanak vizsgalatara.




Németh Laszlé Matematikaverseny, Hédmezévasarhely, 2019. marcius 25. - A 11-12. osztalyosok feladatainak javitékulcsa

3\/2—27i/ﬁ+9i/25 =K -325

Az atlathatosag kedvéért jeldljik 3/25-6t a-val és emeljik kobre mindkét oldalt (megtehetjiik, a kébre
emelés ekvivalens atalakitas):
2—27a+9a* = K3 —3aK? + 3a’K — a3

Eszrevessziik, hogy K = 3 teljesiti az egyenléséget. Az eredeti egyenletnek nyilvdnvaléan csak egy | 2 pont
megoldasa lehetett, ekvivalens atalakitasokat hajtottunk végre, az eredeti kifejezés értéke K = 3.
Osszesen: | 5 pont
G-Sz 5. Gimnazistaknak és szakkdzépiskolasoknak
El6sz6r meghatdrozzuk a haromszog szogeit. A szokasos jeloléseket haszndlva: 3pont | Az 0Osszes szO0g adatdt csak a
a B y javitokulcs  teljessége  érdekében
koszinusz 0,6 0,577 0,3846 tlntettik itt fel.
szinusz 0,8 0,86 0,92 A 3 pont megadhaté minden olyan
szog (rad) 09273 1,038 1,176 esetben amikor a  versenyz6
szog (fok) 53,13 5949 67,38 kiszdmolta valamennyi olyan szég

C

M.

szogfliggvényét és értékét, amely a
megoldas tovabbi részéhez
sziikséges. A szogek adatainak
szamitasakor elkovetett hibakért 1-2
pontot vonunk le.
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A fenti 4bran jeldlje rendre F,,M. és O a BC oldal felez6pontjat, az AB oldalnak a C-bdl induld 2 pont
szogfelez6vel vett metszéspontjat, illetve a koré irt kozéppontjat.
Ezekkel a jeldlésekkel, kihasznalva, hogy az CF, = BZ—C, az AFE, sulyvonal hosszat az AF, C haromszogre
felirt koszinusz-tételbél hatarozzuk meg:
AF,> = AC? +CF,  — 2 AC CF, cosy,
amibél AF, = 12,97
A szogfelez6 meghatdrozasahoz kihasznaljuk a szogfelezé-tételt, mely szerint 2 pont | A szogfelez6 helyes meghatarozasaért

AM, AC Osszesen 4 pontot adunk, akkor is, ha

BM, ~BC mas Uton hatdrozza meg a versenyzd.
ezért AN, = R;“B = 7778 M?s uto:r ,|s adunk 2 pon,to't a

AC+BC szogfelez6-tétel alkalmazdsahoz
Ezek utdn a szogfelezd hossza kiszdmithatd az AM, C hdromszogre folirt koszinusz-tételbdl: 2 pont | hasonld értékes részeredményért.
CM,’ = AC% +AM, — 2 AC AM, cosa,
amibél CM, = 11,22
A beirt kor sugaranak meghatdrozadsahoz kihasznaljuk azt az ismert tételt, mely szerint a haromszog lpont | A szogfelez6hoz hasonldan
terililete a beirt kor sugaranak és a félkeriletnek a szorzata. természetesen itt is elfogadhatd mas
Madsrészt a teriiletet két tetszéleges oldal és a kozbezart szog szinuszanak fele, igy a kovetkezd 2 pont | gondolatmenet és itt is adhatunk a
egyenletet kapjuk (r, s rendre a beirt kor sugara és a félkerilet): teriilet-képlethez hasonldé  értékes
AB ACsina észrevételért 1 pontot.
—— =175
2
Amibdl behelyettesitéssel a beirt kor sugardrar = 4
A koré irt kor R sugaranak meghatarozasahoz kihasznaljuk, hogy definicié szerint R = OB = OC, igy az 2 pont | Az el6z6ekhez hasonléan
OBC haromszdg egyenl6 szaru. Eszrevessziik tovabba, hogy (szintén definicié szerint) a haromszog koré természetesen itt is elfogadhatd mds
irt korben a BOC kodzépponti sz0g és a BAC kerileti sz6g kdzos iven nyugszanak, ezért a k6zépponti és gondolatmenet és itt is adhatunk
kerlleti szogek tétele értelmében BOC, = 2BAC, = 2« értékes észrevételért részpontszamot
igy viszont COF, 5 = @, ezértakoré irt kor sugara 2 pont | (2 pontot).
R=0B =—%—g13
Sina

Osszesen:

16 pont
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G-Sz 6. Gimnazistaknak és szakkozépiskolasoknak

Vezessiik be az a := sinx jel6lést.
Kihasznalva, hogy a sin x fliggvény a [—g,g] intervallumon szigordan monoton novekvd (igy egy-egy értelm) és
értékkészlete [—1,1 ], a kérdés tulajdonképpen az, hogy az
a’?+a+p=0
egyenletnek mikor van pontosan egy gyoke a [—1,1 ] intervallumon.

2 pont

Ha nem vezet be a
versenyz6 U(j valtozot, de
egyébként jo a
gondolatmenet, akkor is jar
a 2 pont.

Alkalmazzuk a masodfoku egyenlet megolddképletét az a-ra mint ismeretlenre:

2 pont

Csak akkor adhaté pont, ha

—1+,/1—4p a versenyz6 megyvizsgalta a
A1,2 = 2 gyok |étezésének feltételét
Az egyenletnek akkor van valds gyoke, hal —4p = 0, azazp < %
A tovabbiakban feltessziik, hogy p < %teljesul
p= %esetén a két gyok egyenl6 ésa; = a, = — %, ekkor tehat az eredeti egyenletnek egy gydke lesz. 1pont | Megadhat6 az 1 pont, ha a

versenyz6 megvizsgdlta a
feltételt,  megallapitotta,
hogy a két gyok egyenld, de
nem sorolta a ,pontosan
egy gyok” esetbe (arra vald
tekintettel, hogy ilyenkor
tkp. két gyok van, amelyek
egyenldk)

- 21_4p gyok a p mely értékei mellett esik a [—1,1 ] intervallumba. Ehhez a
-1-/1-4p
—F— =<1
3 2

kett6s egyenl6tlenségnek kell teljesilnie. Atrendezve:

1> /1—4p>-3

A jobb oldali egyenl6tlenség nyilvan teljesiil és elhagyhatd, hiszen p S% miatt a gyokkifejezés értelmezett és

Vizsgdljuk most meg, hogy az a; =

-1<

nemnegativ. Ugyanezen ok miatt a bal oldali egyenl6tlenség négyzetre emelhetd, azaz
1>1-4p
ami akkor teljesil, ha p =0.

I

Osszefoglalva, az egyenlet kisebbik gydke akkor esik a [—1,1 ] intervallumba, ha 0 < p <

2 pont
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“1+fidp 2 pont
2

Vizsgaljuk most az a, = gyokot, azaz a

1+ J1-4
1s¥s1

kett6s egyenl6tlenséget. Rendezve:
-1</1-4p<3
p=< % miatt a gyokkifejezés értelmezett és nemnegativ, igy a bal oldali egyenlGtlenség trividlisan teljesiil.
A jobb oldali egyenl6tlenség esetén a feltételek miatt ekvivalens atalakitds a négyzetre emelés. Elvégezve, majd
rendezve: p = —2. Kapjuk, hogy az egyenlet nagyobbik gyoke akkor esik a [—1,1 ] intervallumba, ha =2 < p < %

Latjuk tehat, hogy 0 < p < % esetén a masodfokd egyenlet mindkét gydke a [—1,1 ] intevallumba esik, mig —2 < | 2 pont | Ez a 2 pont csak a vilagos
—1+/1-4p Osszefoglalé valaszért jar.

p < 0 esetén csak a, = —

. , . . , 1 .
Visszahelyettesitve az eredeti egyenletbe, az eredeti egyenletnek —2 <p <0 ésp = , esetén van pontosan egy

gyoke és ilyenkor a gyok x = arcsin %P ‘21_4p
Osszesen: 11
pont
G 7. Csak gimnazistaknak
A logaritmusfliggvény tulajdonsaga miatt az egyenlet mindkét oldala akkor és csak akkor értelmezett, ha x > 0. 1 pont
Alkalmazzuk a logaritmus ismert azonossagat a bal oldalra, térjlink at 2018-as alapra: 2 pont | Altaldban akkor jar a 3
1082015 2018x 1 +10gz018 X pont, ha a versenyz6
1082015(1082015 2018x) = 10850152019 log,o15 2019 sikeresen visszavezeti a
Az attekinthet&ség érdekében bevezetjik az a :=1og,p15 2019 és y :=log,15 X jel6léseket, igy az egyenlet a 1 pont | feladatot egy
kovetkez6képp alakul: egyszer(ien kezelhet6,
y+1 elséfoku egyenletre
——=a+y
a
Az egyenletet y-ra, mint ismeretlenre megoldva: 3 pont | A megoldasra mind a 3
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y=—a-1
amibél visszahelyettesitve:
logsp18x = —log,0152019 — 1
Majd pedig mindkét oldalt 2018-adik hatvanyra emelve és a logaritmus definicidjat, valamint a logaritmus ismert
azonossagait alkalmazva
1 1 1 1

201819820152019 2018 _ 2019 2018

x = 2018_10g2018 2019-1 _

Kapjuk tehat, hogy az eredeti egyenlet egyetlen megoldasa
1

X = 2018-2019

pont csak akkor jar, ha a
versenyz6 a lehetd

legegyszer(bb x =
—L1 __ alakban adja
20182019

meg. Ha a megoldas
mas alaku, de helyes,
akkor egy pontot
vonjunk le.

Osszesen: 7 pont
G 8. Csak gimnazistaknak
Megmutatjuk, hogy Anna ki tudja taldlni, mik voltak a gondolt szdmok. Tegyilik fol, hogy Béla az x; < x, < -+ < 2pont | A két legkisebb
Xpszdmokra gondolt (a nagysdag szerinti rendezés pusztdn jeldlés kérdése, nem sérti az dltalanossagot) szam sikeres
Gondolatmenetiink Iényege a kdvetkez6: azonositasaért

Sorba rendezziik a papirra irt 2™ — 1 Osszeget, legyenek ezek s; < s, < :-- < syn_y. Mivel minden gondolt szam
nemnegativ, a papirra leirt 6sszegek koziil a legkisebbnek x;-nek kell lennie, a masodik legkisebbnek pedig x,-nek (hiszen
barmilyen mast dsszeget képeziink, azok a két legkisebbnél csak nagyobbak vagy veliik egyenl6k lehetnek).

Nyilvdnvald tehdt, hogy x; = 51 ésx, = s,

adjunk 1 pontot,
akkor is, ha a
versenyz6  nem
viszi tovabb a
gondolatmenetet.

Karikdzzuk be most si-et és s,-t, tovabba keressiik meg az s-ek kozott x; + x,-t és hdzzuk dt (nem biztos, hogy a 6 pont | Akkor jar a 6

harmadik legkisebb 6sszeg, de ez nem probléma, megkeressik a listdban és &athdzzuk). A tovabbiakban az s-eket
tartalmazo listdban haromféle szam lesz:

- bekarikazott, ezek a mar , kitalalt” gondolt szamok

- athuzott, ezek a mar kitalalt gondolt szamokbdl képezhetd 6sszegek

- jeloletlenek, ezek vagy még ki nem taldlt gondolt szamok, vagy a bel6lik és a és a kordbbi gondolt szdmokbdl

képezhetd 6sszegek

Nyilvanvald, hogy a kévetkezs lépésben az 4t nem huzott 6sszegek koziil a legkisebb x5 lesz. Igy egyrészt bekarikazhatjuk
x3-at, masrészt athuzhatjuk x; + x3-at, x, + x3-at és x; + x, + x3-at.
Ezt az eljdrast ismételjik mindaddig, amig marad jel6letlen szam: i-edik 1épésben a még jeldletlen szdmok kozil x; lesz a

pont, ha a
versenyzé
dolgozatabdl
vildgosan lathato,
hogyan
folytathaté az
eljaras.
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legkisebb. Bekarikdzzuk x;-t és athdzunk minden olyan szamot, ami S + x; alaku, ahol S a kordbban bekarikdzott szamok,
vagyis az {xy, ..., X;_1 } szamok valamely részhalmazanak 6sszege.
Az eljarast n [épésen &t folytatva a végén a bekarikazott szdmok pontosan a gondolt {x;, ..., x,, } szdmok lesznek.

Osszesen: 8 pont




